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1. INTRODUCCION 
 
La combinatoria estudia las diferentes formas en que se pueden realizar la ordenación o agrupamiento de 
unos cuantos objetos siguiendo unas reglas. 
 
Preguntas del tipo: 
 
- ¿Cuántas banderas bicolores se pueden formar con los colores? 
- ¿Cuántos números de 3 cifras se pueden formar con los números? 
 
Encuentran solución gracias a la combinatoria 
 
A la hora de dar solución a este tipo de problemas, hemos de tener en cuenta: 
 
-  ¿Es posible llevar a cabo la agrupación u ordenación deseada? 
-  ¿Qué procedimientos hemos se seguir para obtener las ordenaciones de todos los modos posible sin 
olvidar ningún agrupamiento? 
- ¿Cuántos grupos u ordenaciones podemos realizar? 
-  ¿Cuál es el mejor método para realizar la formación de todos los grupos? 
 
Estas y otras preguntas serán formuladas al encontrarnos con un problema de agrupación de elementos. 
 
Así pues, la combinatoria trata de poner a punto algoritmos y procedimientos de cálculo, para averiguar 
en el número de grupos que, bajo determinadas condiciones, se pueden formar con los elementos de un conjunto. 
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Según las características de los grupos, y la naturaleza de los elementos que entran en la formación de 
dichos grupos, se tienen: variaciones, permutaciones y combinaciones. 
 
DISTRIBUCION DE BOLAS EN URNAS 
 
1. Numero de distribuciones de 3 bolas distinguibles en 4 urnas, con a lo sumo 1 bola por urna 
 
El número de posibilidades es 24. La técnica puede ser la enumeración de todas las posibles soluciones.  
Si en lugar de 20 urnas fueran 80, la cosa se complica. La técnica de recuento es  por recurrencia. 
Primera bola 4 urnas, segunda bola 3 urnas luego 4. 3 = 12 de colocar 2 bolas en 4 urnas. 
 
En general, es   m (m – 1). . . . (m – (n – 1)) con m urnas, n bolas y  n < m, llamadas variaciones sin 
repetición. 
 
2. Distribuir 4 bolas distinguibles en 4 urnas, todas ocupadas. La resolución en árbol es un caso particular 
del anterior con m = n luego n (n – 1)…… 2 .1  se representa por n! y se lee factorial de n llamadas 
permutaciones. 
 
3. Distribuir 2 bolas distinguibles en 3 urnas, ahora puede haber más de 1 bola por urna. Designando las 3 
urnas a, b, c. tenemos 9 posibilidades. 
Luego existen 3 posibilidades para colocar primera bola en 3 urnas, 
Para la segunda bola también hay 3 posibilidades, la técnica por  
 
                     n              
Recurrencia para n bolas diferentes en m urnas es m………..   m = m
n
 
Variaciones con repetición 
 
4. 3 bolas indistinguibles en 4 urnas, con a lo sumo 1 por urna. Indicando por solución la terna de letras a b 
c   significa en urna a la primera bola, en urna segunda la b y en la tercera la c. como las bolas son 
indistinguibles es igual abc, acb, bac, bca, cab, cba. Análogamente con el resto. Luego de las 24 posibles 
del ejemplo 1, 6 son iguales ( 6 = 3!) luego concluimos. Que las combinaciones sin repetición (no 
importa el orden) son     m (m – 1). . . . ( m – ( n – 1 ) ) / n! 
 
5. Las 3 bolas indistinguibles en 5 urnas, y puede haber mas de una en cada urna en cada urna. Son las 
Combinaciones con repetición (no importa el orden),                       (m+n-1). . . (m + n – n ) / n! 
 
 
6. 6 bolas distinguibles  en 4 urnas, en la primera 2 bolas, en la segunda 3 bolas, en la cuarta la bola 
restante. Generalizando n bolas diferentes en k urnas, de modo que 1r ,…, kr  sean los números de 
ocupación de las urnas 1,. . ., k respectivamente. Son las permutaciones con repetición 
 !!.......! 1 krrn   
 
 
2 VARIACIONES 
 
Sean dos conjuntos   A = {a, . . . , n } y  B = { b1, . . . , bm} tal que card(A) = n y card(B) = m. 
nos proponemos contabilizar el número de aplicaciones inyectivas de A en B,  luego card(A)  card(B)  luego  
1   n    m. 
 
  
32 de 481 
 
PublicacionesDidacticas.com  |  Nº 71 Junio 2016 
 
Suele llamarse variaciones sin repetición, variaciones de orden n de m elementos a las aplicaciones 
inyectivas del conjunto {1,..., n} en un conjunto de m elementos (también se nombran como variaciones m 
elementos tomados de n en n) se simbolizan por nmV ,    
 
Recordemos que para definir una aplicación inyectiva de A en B, bastara con empezar tomando como 
imagen del 1, un elementos cualquiera de B, como imagen del 2, otro de B distinto del tomado como imagen del 
1,  y así sucesivamente hasta llegar a n cuya imagen se puede elegir entre los elementos de B distintos de los 
elegidos como imágenes de 1,. . ., n-1 
 
Teorema: el número de aplicaciones inyectivas distintas del conjunto A de n elementos en un conjunto B de 
m elementos (nm) es el producto de n factores decrecientes a partir de m 
 
Demostración:  
 
Numero: Veamos cuánto vale nmV ,  por inducción: 
 
N = 1 entonces A = {1} la imagen de 1 puede ser cualquiera de los elementos de B, luego hay m aplicaciones 
inyectivas de A en B luego 1,mV  = m 
 
N=2, A= {1, 2} la imagen de 1 puede ser elegida de m maneras diferentes, una vez elegida quedan en B, (m-1) 
elementos que no son la imagen del 1, podemos elegir uno cualquiera como imagen del 2, luego  2,mV  = m (m-1) 
 
Supongamos conocidas 1, nmV del conjunto {1, 2,. . ., n-1} en el conjunto }........{ 1 mbbB   
Para calcular nmV ,  basta observar que las imágenes de 1,. . ., n-1 se pueden calcular de 1, nmV maneras diferentes, 
y una vez elegidas quedan en B: m – (n – 1) = m – n +1 elementos que no son imagen de 1,. . ., n-1 luego la 
imagen de n se puede elegir de m – n +1 formas diferentes luego )1(1,,   nmVV nmnm   
Dando sucesivamente a n los valores 1, 2,.. , n  
 
 )1(1,2,  mVV mm ,   )2(2,3,  mVV mm ,  …….., )1(1,,   nmVV nmnm  
 
Multiplicando miembro a miembro estas desigualdades y simplificando los factores comunes queda 
 
 
)!(
!
)1()1(,
nm
m
nmmmV nm

  
 
Ejemplo: con las letras de la palabra MESA, ¿Cuántas palabras distintas de 3 letras pueden formarse? 
4. 3. 2 = 24 = 3,4V  
 
Dado un conjunto B de m elementos se llaman variaciones de los m elementos de este conjunto elegidos de n 
en n al conjunto formado por todas las colecciones de n elementos elegidos entre ellos, considerando diferentes 2 
colecciones cuando difieren en algún elemento, o teniendo los mismos elementos difieren en el orden de 
colocación. Es lo mismo que el número de aplicaciones inyectivas del conjunto A de n elementos en el conjunto 
B de m elementos (n<m) 
 
El número de elementos que entra en cada grupo determina el orden o grado de la variación 
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Para incluir una ley de formación general, sería preciso demostrar que formadas las de orden n-1, al añadir 
uno cualquiera de los  m-(n-1) elementos restantes, obtenemos las de orden n. 
D/ supongamos formadas las de orden n-1, si al añadir los elementos restantes no resultan las de orden n, es 
porque falta alguna o alguna esta repetida. No hay ninguna repetida, pues las que provinieron de la misma 
variación de orden n-1 se diferencian en el elemento añadido, y si provienen de diferente variación de orden n-1, 
se diferencian al menos en lo que se diferenciaban estas 
 
Están todas, pues a cualquiera variación de orden n que existe si se le suprime el ultimo elemento se obtiene 
una de orden n-1, que estará ya considerada y nos había servido en el proceso de formación. //cqd 
 
Formación: por tanto  para formar las variaciones n-arias del conjunto A, escribiremos en la primera 
columna, los elementos de A, a cada uno le añadiremos uno de los restantes y así obtenemos las de orden 2. A 
esta variación de orden 2 le añadimos  sucesivamente cada uno de los elementos de A que no figuran en ella, y 
obtenemos las de orden 3, y así sucesivamente. 
Variaciones de orden n, con elementos de A son iguales si y solo si tienen los mismos elementos y en el mismo 
orden. 
 
 
3 VARIACIONES CON REPETICION 
 
Si quitamos la restricción de que los elementos que forman cada uno de los grupos anteriores (variaciones) 
sean distintos, se obtienen otros grupos que se llaman con repetición 
 
Por ejemplo: con los dígitos del sistema decimal ¿Cuántos números diferentes de 4 cifras se pueden formar?       
4,10
410 VR  
 
Sean los conjuntos A= {1,…n} y B= { 1b ,… mb } de  cardinales  n  y  m  respectivamente.  El número de 
aplicaciones unívocas (con una sola imagen, y Dom(f)=A ) que se pueden establecer entre A y B se representa 
por   
 
  nmVR , ,   
R
nmV , ,   
´
,nmV  
 
Al no imponer que las aplicaciones sean inyectivas procedemos del siguiente modo. La imagen del 1 puede 
ser cualquiera de los elementos de B (m posibilidades), como no se exige que la aplicación sea inyectiva, la 
imagen del 2 también puede coincidir con la elegida para el 1, esto es, también tiene m posibilidades y así 
sucesivamente con todos los elementos de A.                                  
      
Cada elemento de A tiene m posibilidades y card(A) = n, tenemos mm
n
   = nm     = nmVR ,   
Luego el numero de aplicaciones de A en B viene dado por 
)()( AcardBcard  
Se llama variación con repetición de orden n, definida en conjunto B de m elementos a la imagen de 
cada una de las aplicaciones de A= {1,…n} en B = { 1b ,… mb }  
 
Luego el número de variaciones con repetición de m elementos tomados de n en n es lo mismo que el 
número de aplicaciones que se pueden establecer entre conjuntos A y B de cardinales n y m respectivamente así 
pues 
n
nm mVR ,  
 
Formación:   
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N=1, mVRm 1, (los m elementos de B) 
N=2, 2,mVR = añadiendo sucesivamente a la derecha de cada elemento de B, todos lo de B, incluido 
dicho numero. mmVRmVR mm  1,2, …. etc. 
 
 En resumen: para obtener nmVR ,  suponiendo que tenemos 1, nmVR  se añade a la derecha de cada uno 
de ellas cada uno de los m elementos dados, con lo cual no se omite ni se repite ninguna luego 
 
   1,,  nmnm VRmVR  
 
mVRm 1, , …., 1,,  nmnm VRmVR   luego 
n
nm mVR ,  
 
Los elementos que integran la variación con repetición no tienen porque ser diferentes tampoco es 
necesario que n   m. 
 
n
nm mVR ,  Coindice con el número de distribuciones de n bolas en m urnas 
Ejemplo1: 
 Sean 3 conjuntos a, b, c sus VR de orden 2 son: 932   
 
Ejemplo 2:  
Sean las carreras de caballos, 3 carreras y en cada una corren 4 caballos, numerados los caballos del 1 al 
4. Los resultados posibles son del tipo  
 
 644
3
3,4 VR  
 
Ejemplo 3:   
3 objetos a, b, c sus variaciones con repetición de orden 2 son: 93
2
2,3 VR   
  Y sin repetición 6
!1
!3
2,3 V  
 
Ejemplo 4:  
Supongamos que en un sorteo se sacan consecutivamente y sin reemplazo 3 bolas de una urna de 4, 
numeradas del 1 al 4, los resultados posibles vienen caracterizados por un objeto del tipo (a,b,c) 
 Al no haber reemplazamiento a, b, c son distintos y el orden de los resultados influye en el resultado final. 
Luego variación sin repetición de 4 elementos cogidos de 3 en 3 24
)!34(
!4
3,4 

V  
 
 
 
4 PERMUTACIONES 
 
4.1 SIN REPETICION 
 
Sean los conjuntos A={1,…n} y B={b1m…bn}, ambos de cardinal n. toda aplicación biyectiva de A en 
B es también inyectiva luego el numero de aplicaciones biyectivas de A en B  responde a la formula que nos da 
el numero de aplicaciones inyectivas de A en B cuando m=n, será  
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 nnn PnnnV  !12)1(,  
 
Dado n natural, mayor o igual que 1, se designa n! y se lee “factorial de n” al número natural dado por 
12)1(!  nnn  
 
El factorial de 0 se representa por 0! = 1  
 
Proposiciones: 
 
1) n!(n+1) = (n+1)!  
2) n!(n+1)…(m-1)m = m! 
 
El número de aplicaciones biyectivas de un conjunto de n elementos en otro de n elementos es n! y se 
simboliza por nP  
En notación factorial podemos escribir: 
)!(
!
,
nm
m
nm
V


 
Si m = n  entonces  !
!0
!
, n
n
VP nnn   
Sea A un conjunto de n elementos, cada permutación esta formada por los elementos de A ordenados.  
Dos permutaciones son diferentes si es distinta la colocación de los elementos.  
Así pues una permutación del conjunto A de n elementos es la imagen de cada una de las aplicaciones 
biyectivas del conjunto A= { },......,{ 1 naa } en sí mismo 
 
Clase de una permutación: dados n elementos distintos },......,{ 1 naa    adoptaremos una de las 
permutaciones como principal naa ,......,1  
 
En toda permutación cualquiera formada por los mismos elementos, se dirá que 2 elementos presentan 
una inversión cuando, prescindiendo de los restantes, se suceden en orden contrario al principal 
 
Cuando los elementos están en el mismo orden se dice que presentan una permanencia. 
 
Se dice que una permutación es de clase par o impar según sea par o impar el número total de 
inversiones que presenta, dicho número se llama índice de la permutación. 
 
Ejemplo para hallar todas las inversiones de una permutación hay que comparar cada elemento con los 
siguientes por ejemplo 2413 ,,, aaaa  presenta 3 inversiones. 
 
Si en una permutación se cambian entre si 2 elementos cualesquiera se dice que se ha efectuado una 
transposición. 
 
La clase de una permutación cumple: 
 
a) Una permutación cambia de clase cuando se efectúa una transposición 
 
d/ supongamos en primer lugar que los 2 elementos que se cambian son consecutivos.  
Entonces, su posición con respecto a los demás no sufre variación, la posición recíproca de 
ambos es la que varía, lo que hace que aumente o disminuya en 1 unidad el número de inversiones 
de la permutación, luego cambia de clase. 
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Si entre los elementos que cambian hay h intermedios.  
 
Para efectuar la transposición, bastará con hacer avanzar el anterior en h puestos trasponiéndole 
h veces su inmediato a la derecha, y luego hacer retroceder el posterior h+1 veces transponiéndole su 
inmediato a su izquierda h+1 veces, como vimos que transponer 2 elementos consecutivos cambia 
de clase a la permutación, y hemos transpuesto h+h+1=2h+1 veces se hizo un numero impar, luego 
la permutación cambia de clase  //cqd 
 
b) La permutación de clase par son tantas como las de clase impar 
 
D/ trasponiendo 2 elementos prefijados en todas las permutaciones se obtiene un conjunto de grupos 
que reproducen estas mismas permutaciones. No puede faltar ni repetirse ninguna, pues si esto 
sucediese, lo mismo ocurriría con la permutación de la que partimos, pero  las que antes eran pares 
ahora son impares y viceversa, luego hay el mismo numero de unas que de otras. // cqd 
 
4.2 CON REPETICION 
 
Consideramos un conjunto de m elementos entre los que hay un cierto número  de repetidos entre sí, 
otro número  iguales entre si también, pero diferentes de los anteriores etc. Las permutaciones con repetición de 
estos m elementos son cada una de las diversas formas de ordenarlos.  
 
Llamamos permutaciones con repetición de m elementos, entre los que hay  iguales,  , .. Siendo 
m  ...  a los distintos grupos que se pueden formar con m elementos entre los que aparecen 
 ,...,,  repetidos., considerando diferentes dos permutaciones cuando difieren en el orden de colocación. 
 
Observaciones: 
 
-  Un elemento puede repetirse en número variable de veces 
-   El número de repeticiones puede llegar hasta el orden de la permutación 
-  El número de veces que se repite es fijo. Sin embargo en las variaciones con repetición un número se 
puede repetir un número variable de veces. 
 
Indicamos por  
),...,,( 
mP   a estas permutaciones. 
 
El número de permutaciones con repetición del conjunto    {a, b,…}     con el número   a repetido 
veces el b    veces etc. es el numero de aplicaciones suprayectivas del conjunto {1,…, n} en el conjunto {a, 
b,…} y  n  ...   
 
Teorema 
!!...!
!),...,,(

 mPm     
 
d/ Indicamos por 
),...,,( 
mP  el número de permutaciones en cuestión y supongamos formado el cuadro 
de todas ellas. Si sustituimos todos los elementos iguales por otro distintos (los  repetidos) y luego los 
permutamos de todos los modos posibles conservando en sus puestos a los (m- ) elementos de cada grupos de 
este cuadro de decidirán  ! Distintos y obtendremos así un nuevo cuadro formado por  ! ),...,,( mP .  
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Análogamente en este cuadro sustituimos los   iguales por otros diferentes y se obtiene otro cuadro con 
 !  ! ),...,,( mP  Grupos. Continuando con el proceso hasta el ultimo resultara !!....!  !
),...,,( 
mP =Pm=m!
 luego:   
!!...!
!
!!....!
),...,,(

 mPP mm   
 
Ejemplo1: 
 
Dados 3 objetos a, b, c sus permutaciones son 3P =3!=6  permutaciones sin repetición 
 
Ejemplo 2: 
 
Empresa de 4 turnos de trabajo al día y 4 personas para realizarlos, trabajando un turno cada una, 
numerados del 1 al 4 las personas. Las formas en que se pueden organizar los turnos vienen dados por (1, 
3, 2, 4),…. Obviamente 4P =4!=24, permutaciones sin repetición. 
 
Ejemplo 3: 
 
 3 objetos a, b, a permutaciones con repetición (a,b,a), (b,a,a) (a,a,b)  
    
3
!1!2
!31,2
3 

PR  
 
Ejemplo 4:  
Con 6 cifras formar una que tenga un uno, dos doses, y tres treses entonces: 
60
!3!2!1
!63,2,1
6 

PR  
   
 ● 
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